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FUNCOES E TRANSLACOES DE GRAFICOS

As'funcdes'sao’velhas conhecidas nossas, né? Ja trabalhamos com funcdes
de“primeiro-grau;“de-segundo grau, exponencial e logaritmica nas apostilas de
Funcdes | e Il. Nesta apostila vamos aprofundar nossos conhecimentos sobre as
funcdes, abordando funcdes de graus maiores do que 2, funcdes modulares e
funcdes racionais.

Para iniciar o nosso estudo, vamos relembrar um pouguinho sabre . como
tracamos graficos de func¢des de segundo grau? Vamos dar-uma olhada num
exemplo da apostila de Algebra Il, uma equacdo do segundo graw, gue utilizamos
para descobrir o lado da mesa que seu av6 havia solicitado quevocéfizesse, que
posteriormente utilizamos como exemplo de uma funcdo de segundo grau na
apostila de Func¢oes I

f(x) = x* - 3x - 10
Para tracarmos esse grafico dessa fun¢ao, devemos arbitrar valores para X

e, a partir disso, obteremos os valores de y. Veja a tabela que construimos para
organizar esses valores:
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£(2)- 22-3(2)-10
J D) =S 3 (1) 4O
o

g
(3)=3%.3 (3) -10
£(5)= 52.3(5)-40

“

De posse desses pares ordenados, podemos tracar o grafico da funcao:

Lembre-se gue os locais.onde o grafico toca o eixo x sao chamados de raizes
da fun¢do e o‘local onde ele corta o eixo y é chamado de termo independente.
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Note também gue, nesse caso, temos apenas duas raizes, ja que essa € uma funcao
de segunda ordem:

Depois dessawbreve revisdo, podemos aprofundar nosso conhecimento
sobre graficos: abordando suas translacdes. Esse assunto é bastante util
principalmente .guando se conhece.a funcao “original”, pois uma translacdo ocorre
guando uma constante-é ‘somada; ou subtraida dessa funcao ja conhecida. Por
exemplo: se conhecemos a\funcdo f(x) = x2, como serda o comportamento dos
graficos das funcées em gue somamos uma constante (positiva e negativa) no
argumento da funcdo e guando apenas somamos uma constante na. funcdo?

Vamos analisar um exemplo utilizando o valor da constante como 1 e -1:

O comportamento da funcdo f(x) = x* é (em caso de duvida-faga a tabela e
confirme):

Plt\ :‘l‘

Somando a constante positiva no argumento da funcdo, teremos f(x+c) =
(x+c)?, ou seja, f(x+1) = (x+1)? e o grafico sera:
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Perceba que ele foi deslocado para a esquerda em uma unidade (isso
porgue arbitramos que a constante é 1; se fosse 2, ele seria deslocado duas
unidades e assim por diante).

Somando a constante negativa no argumento da func¢ao, teremos f(x-¢) = (x-
)% ou seja, f(x-1) = (x-1)? e o grafico sera:

T
;(‘_‘\ =n A)

Note que ele foi-deslocado para a direita em uma unidade

Mas, se’somarmos a constante positiva a funcao, f(x)+c = x2+C , ou seja, f(x)+1
= x?+1, da umaolhada no que acontece com o grafico:
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Note que o grafico sofreu um deslocamento na vertical e foi movido uma
unidade para cima.

E se somamos a constante negativa a funcao, f(x)-c = x°-¢ , ou seja, f(x)-1 =
x2-1, o grafico sera, entdo, deslocado para baixo:

forwts AT
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E, por fim, se somarmos a constante na funcdo e no seu argumento? Havera
deslocamento na vertical e na horizontal! Observe o exemplo com a constante
positiva:

Smmu@*“’t 4

Entdo, pra nao esquecer: quando ha soma no argumento da funcao, ha
deslocamento horizontal; quando ha soma na funcdo, ha deslocamento vertical.
Confira o esgueminha abaixo:
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Nada tdo complicado, né? Caso vocé nao lembre dessas. dicas, basta-montar
a tabela e tracar o grafico, ok?
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POLINOMIOS

Vocé pode até nao saber, mas ja tem bastante familiaridade com um tipo
de polindbmio. As equac¢des.de’primeiro.e de segundo graus gue estudamos até
agora sao polindmios' de 'grau um g de grau dois, respectivamente. A grande
diférenca é.que a classe dos‘polindmios engloba ndo somente as equacdes de 1° e
2° graus, mas de graus muito maiores também e é nesse tipo de equacdo que
vamos focar agora. A tabela abaixo diferencia polinbmios e nao polindmios.

Um polindmio que possui apenas dois termos também é chamado de
bindbmio; se possui apenas um termo é chamado de mondmio. Perceba que
equacdes gue possuem expoentes fracionarios ou negativos ndo sdo polindbmios.

Podemos generalizar os polindmios pela equacdo abaixo:

x“.‘ x“’t

(14}
P = amXTra, PP TS P

MY\QM Qg Oy Qg oy O, 2, Ooprae @y 6 Cewm e“

+ Q2
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Em que:

5 m =l m=-%
Q’M X % Qa“.'x & @A.tx -l'..."'d.g x‘* Oy x‘* Q.o

€@ chamado de polindmio complexo da variavel complexa;

Qg Oy, ﬂ-t..‘ very n“'l'l"IL-l-"l Gm-1 4 M 550 os coeficientes:

- meA m-&
Q o O R
Fﬁ‘ ’ “'.“ [ *"‘t ; Q_;x' q‘séo

0s termos;

Ovg . g
é o termo independente da variavel x.

Vamos identificar esses itens a partir do

3
) = x“- TR -R+?
polinébmio , que também pode ser escrito dessa
forma (mostrando todos 0S termos):

PR\ a AN TN ox¥_Axa v

Adeznde0ntan+ ¥

é o polindbmio complexo da variavel
complexa;

Os coeficientes sdo o0os nimeros que acompanham a variavel x, portanto:
ays Aj O -?-; n.l_'.'o-l a-,5-4 { Qof ¥;
Os termos sao cada “pedacinho” do polindmio:

‘ L]
Az’ 't"‘-‘; Olz; =AX 3 E
E o termo independente da variavel x é ‘ .

Outra-informacao gue.podémos tirar de um polindmio logo de cara, s6
olhando pra ele; @ o seu grau {(definido formalmente por gr(p) = n) e o valor do
coeficiente dominante. O-grau nds estudamos em outro momento gue € o valor do
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maior expoente’ da variavel x. O coeficiente dominante é o valor que acompanha
essa variavel/de maior expoente. Por exemplo:

4-2.& A 10+ 3%+ A
YUE owvmmmk 5

=\ ZX«* 10X - %
WG
w&,m.:d

Lembre-se gue o grau do polindmio indica o numero de raizes que ele tem,
ok? Encontravamos 2 raizes no caso das equacdes de segundo grau, ja que o grau
daguele polindmio é 2. Agora vamos encontrar mais raizes, ja que trabalharemos
com polinbmios de graus maiores.

Caso vocé se depare com uma situacao que solicita o valor numérico do

polindmio para x igual a um numero alfa (x =X ~p P (OC) ), basta substituir
esse numero no lugar de x do polindmio. Veja um exemplo:

P xd: X*+0x IR pPara x:=3
o (D=2 “¢ 6 13) -3
S (3) = MY

Entdo o valor numérico deste polindmio para x = 3 e114. Caso esse valor
fosse zero, significaria que encontramos uma das raizes do ‘polindmio_(lembre-se
gue as raizes também sdo chamadas de zeros). Veja outro-exemplo:

Pl=-x® 2x-3
PO X =D, w2y x= 4,
X=Q: x=4.
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Slh)= L2203 S

P 3) 3% 2(3)-3=9
'P(Z\ =22 2(2)-3=-9
PN = A% 2 -3 54
»o\= 01 2(0)-3=-3

Calculamos os valores numéricos do polindmio parax=4,x =3, %x=2,x =1
e x = 0 e encontramos p(3) = O, portanto 3 € uma das raizes do-polindbmio. Se
tivéssemos continuado o teste, veriamos que p(-1) = O g, assim,.também & uma raiz
desse polindmio. Claro que existem métodos mais ageis de encontrar as raizes de
um polindmio. Imagine gue vocé esta trabalhando com um polindmio de grau 10 e
precisa encontrar as raizes. Vocé ficaria testando numeros por um-bom tempo,
certo? E seria bem facil errar as continhas e se perder de vez, né? Vamos estudar
alguns métodos mais eficazes, mas antes precisamos aprender a realizar operacdes
com polinbmios.

ADICAO

A adicao de polinbmios é bastante simples e intuitiva. Basta que vocé some
os coeficientes dos termos semelhantes, isto €, somar os coeficientes dos termos
gue possuem expoentes iguais. Veja o exemplo:

rd o X%+ 2x4=¥x*=x%+ ¥
Q_m = x°= -‘bx’q-3x“-3x"-x-A

P ) ,Q(g) X -|-L4-Z)x (22 53 X+ (-9- N LX)
x4 Q) = 2°- e S xLyxta0d “xe¥
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SUBTRACAO

Na subtracdo o .procedimento € o mesmo, sé que vocé vai subtrair os
coeficientes dos-termos semelhantes..S6 tome cuidado com os sinais! Acompanhe
o0 exemplo abaixo;

pLxd= xs Zx“-i x?. xTa€
%u)'lx = +x-3x e n=1A

_ & (a- (-3)) x ®e2- -A)X - M + C1=-WvE x4
?t!\ Q(x’ lﬁ + e (.“)

PO - Qu\ = -2 2%+ 4% x“-!xa.y Txx+9

MULTIPLICACAO

A multiplicacdo pode ocorrer de duas formas: podemos multiplicar um
polindmio por um numero ou podemos multiplicar um polinbmio por outro
polindmio. Vamos analisar cada caso separadamente.

Multiplicacdo por numero: multiplica-se cada um dos coeficientes pelo
Nnumero em questao. Exemplo:

'FLX\ s ‘aaa—axs-el\xl_bx-bo s Y

¥. px) = (3, &\ x - (3. 3) x% (3.4) x - (1.L) x - (¥.30)
$opx) = 24 x¥-24 x84 2€ x-42x -240
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Multiplicacao por polindmio: multiplica-se cada termo de um polindmio por
cada termo/de outro polindmio, ou seja, aplica-se a nossa tdo conhecida
distributiva/ Exemplo:

Pex)s 2%+ 3% (x)= x8-% %

P QU\) z (2 xi+ 3 h\ s_;_z-}*)

?L\O. \(x) s & x"— A4 x 3, 3&3—2115
P(X)-a(x): ZX“-Jsz.Zsz

DIVISAO

A divisdo de polindmios exige um pouco mais de dedicacdo e de atencdo do
gue as outras operacdes que fizemos. Aprenderemos duas formas de fazé-la: uma
que é chamada de método da chave (também conhecida como teorema do resto)
e outra que é chamada de dispositivo de Briot-Ruffini. Este ultimo é bastante util
nao so na divisdo de polinbmios, mas para possibilitar o calculo de raizes de
polinbmios de ordens maiores do que 2.

METODO DA CHAVE

Quando vocé estava nas séries iniciais da escola, aprendendo as operacdes
basicas, aprendeu a realizar a divisao de numeros_reais utilizando o método_da
chave e talvez a utilize até hoje. N6s chegamos a relembrar:esse procedimento na
apostila de Aritmética | porque ele pode ser rapidamente utilizado em provas ‘ou
situacdes em gue vocé nao pode dispor de uma [calculadora:- 0 método-da chave
para polindmios é bastante parecido com o gue ja conhecemos. Na verdade, a
nomenclatura é igual: o polindmio a ser dividido é o dividendo; o‘gue esta-dividindo
€ o.divisor; o quociente é o valor dessa divisao e o que sobra é 0 resto. Vamos
relembrar isso no proéprio.diagrama:
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::‘L)x\ Lé"_ﬁ.‘-‘)—
q (X)

Jux) & guetionte
nte ¢ st

Em que h(x) deve ser diferente de zero e o grau de r(x) deve ser menor do
qgue o grau de p(x) ou igual a zero. Veja que p(x) pode ser.reescrito como

POz hlx), Qu‘) * 3 (x)
. Vamos fazer um exemplo utilizando esse método.

Vamos dividir o polindmio p(x) pelo polindmio h(x):

PX)s x> 4x%, 3%}
Inx)=x2ex+ 2

Vamos montar a divisdo utilizando a chave e escrevendo todos os termos
dos polindmios (alguns estao ocultos porgue valem zero). E essencial que eles
estejam em ordem decrescente para evitar possiveis confusoées.

2
15--’-:1%:"-; 0{3-&3121'0;-'} [ Xxé-x+ 2

Vamos dividir o primeiro termo de p{(x) pelo primeiro termo de h(x):

x> L
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Esse é o primeiro termo do guociente g(x). Vamos escrevé-lo em seu lugar:

x""..hx"-t— 0 x4 'b:-;z'+ ox-} |[r%-x+2
x3

Vamos multiplicar o quociente q(x) pelo polindmio do divisor h(x)'e vamos
escrever esse resultado com o sinal trocado embaixo do dividendo_p(x);

xe'..h.x"-t 0x3+ 'bxz'-.- ox-¥ |[x%-x+2
-}{54- K"‘-Z.K?’ x3

Fazendo a subtracdo chegaremos a:

xs,l-\x"-& 0x3+ 'bx?'-.- Ox-3} [xz-x +

0 ->x%2%3¢ x5 0x-%

Veja gue o grau do polindmio do resto r(x) ainda @ maior do que o grau.do
polindmio do divisor h(x), portanto a divisdo deve continuar..Vamos repetir. os
procedimentos anteriores até que o grau de r(x) ‘'sejaimenor.do que o de h(x) ou
zero. Dividindo o primeiro termo de cada polinbmio teremos o.seguinte:

6@ _ 4=
~2X - hx:-%
kl-

Colocandoesse valor/no-guociente e realizando a multiplicacdo pelo divisor
teremos:
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K2 -6x% 0% e On-3 | x%¥-%x 2
Ko+ hxhazx® x2-3x%
o -3 4-2x3¢ 3nteor-%}

3x4. 3x34 &3

Que resulta em:

x‘a - ‘\X“-\v (9] &34- ? %Z-n- Or-% Lkz—’ 4+ 2
'7\64 L\X"‘-\' ZK-B x2-23 xz
o -3x4-2r34 3xteor-%F

Ix4. 3xds o2

0 -5 x2«0xr-%

Novamente o grau de r(x) € maior do que o de h(x), entdo, continuando a
conta, vamos fazer a divisdo entre o primeiro termo de cada um deles;

=T
:ﬁ:-ﬁ:: -9k
xl

Colocando esse valor no quociente, multiplicando'por h(x) e escrevendo esse
resultado no r(x), obteremos:
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5
k7= ax% 034342, 0x-F | ¥2 x4 2
-x%+ x4y 2x3 r2axZ ey

0 - dr4- 2)(3.} FIxt+ox -t
'b*“, 'b!%-\ bxz

0-9x2%ax% Ox-%F
5x>_5%x%, 10%

O +‘\7~z+.l07-":l'

Como o grau de r(x) continua maior gue o de h(x), continuamos o
procedimento. Acompanhe a divisdo dos primeiros termos:

Aplicando na eguacao como fizemos anteriormente:
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5
K- 4ax% ox3+ 3x2 ox 3 | X2 %+ 2
g x4 2x3

xTa3xTex+l

O - dr4- 2x% 3x*+ox-¥
x4, x4 bx?

0-9x2%2x% Ox-%
5x>-9%x%; a0%
O +4ar% a0%-%
-4x°, ux-%¥
O +A4x -AD

Finalmente o grau de r(x) € menor do que o de h(x), portanto a nossa divisdo
terminou e temos como resultado o seguinte:

X*_axt 3x2 s LLx‘—mz? L:‘-sz-‘.»x d«} +14x-A5

—
R —
= Inlx) - Q_‘(.Q\ + o (X)

?LK\ -

Perceba gue o método da chave nao é dificil, ele é apenas trabalhoso. Basta
que vocé preste muita atencao no que esta fazendo e treine.algumas vezes para
lembrar cada um dos passos quando for necessario, ok?

Antes de passarmos para o proximo procedimento, vamos dar uma olhada
num caso particular do método da chave.

Um caso particular do método da chave consiste na divisdo de um polindbmio
por outro do_tipo'x' - a. Ou seja, se quiséssemos dividir o polindbmio
2 -5

PR = x3- 2x°- ¥

pelo polindmio h(X) = x - 3. Acompanhe:
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Dividindo o primeiro termo do p(x) pelo primeiro termo do h(x):
- T 2
X=X
Substituindo na equacao de divisao:

<3 z.xz 3x-9 l_Lé_
-x3, %%
0+ x2-3%-5

Como o resto tem grau maior que o divisor, vamos continuar a divisao
fazendo:

Substituindo e resolvendo, chegaremos a

xY2xt-3%-5 [ x-3>
b bi X®-%
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Note que‘ obtivemos como resto o numero 5. Vamos guardar essa
informacao e analisar outro caso. A raiz do divisor dessa divisdo é 3, consegue
perceber? Isso-porgue basta isolarmos o x para sabermos a raiz de uma equacao
de primeiro grau. Portanto:

X-3 $ X-3¢O
X=3
re

TG,

Vamos encontrar o valor numérico do polinémio p(x) parax=3:

) &

Px) = X>- 2x%-3x -9
P = 32203 3(3)-5
'Pt'ﬂ:Z?-lg-a's
?(3) =-S5

Veja gue o resto obtido na divisdo por x - 3 é igual ao valor numérico do
polindmio p(x) guando substituimos x por 3, que é a raiz do divisor. Podemos
escrever isso da seguinte forma: r = p(3).

Generalizando, podemos dizer que o resto r da divisdo de um polindmio p(x)
por um bindmio do tipo x - a, com a pertencendo aos Complexos, € igual a p(a), ou
seja, r = p(a).

A partir disso, caimos no chamado Teorema'de D’Alembert, que é uma
consequéncia do Método da Chave, que diz querum polindmio p(x):so.-é-divisivel
por X - a se a é raiz de p(x), ou seja, p(a) = 0.
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BRIOT-RUFFINI

O/ dispositivo de. Briot-Ruffini € bastante interessante guando se deseja
dividir i4m polinémio par'um-bindmio.do tipo x - a. Vamos fazer um exemplo para
entender.como ele funciona. Queremos dividir o polindmio p(x) pelo bindmio h(x):

PO = k2 x®-0x+2
Jalx) = X+ A

Antes de iniciarmos, é necessario saber qual é a raiz tdo 'bindbmio h(x).
Acompanhe abaixo:

X+d —b X +1=0

X == A 3NN

Beleza! Agora vamos separar essa raiz e os coeficientes do polindmio p(x)
nessa ordem: 1 (a raiz), 1, 6, -5, 2 (os coeficientes). Vamos escrever esses numeros
em um diagrama gue algumas pessoas chamam de chigueirinho.
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Perceba que a raiz e o termo independente ficaram separados. Isso TEM que
acontecer, ok? Nao € meramente uma questdo estética, o diagrama deve ser
construido assim:

Vamos copiar o primeiro coeficiente uma linha abaixo, multiplica-lo pela raiz,
soma-lo6. com o.valor do coeficienteza.direita e vamos escrever o numero obtido
embaixo desse coeficiente.lsso fica mais simples olhando o diagrama. Acompanhe:

AT T n

-A|l A & -5 |4
‘ (A.t-1) +b)

* ]

L“ ©

Vamos fazer o mesmo procedimento com o valor que obtivemos:
multiplicamos pela raiz e somamos com o coeficiente a direita do estudado:

111 6 o8
X
4

Novamente realizaremos o mesmo procedimento e obteremos o seguinte;
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O procedimento esta pronto! Precisamos apenas interpreta-lo. O que esta
no meio das hastes verticais € o quociente q(x) e o que esta a direita.da segunda
haste vertical € o resto r(x) dessa divisdo. Veja abaixo:

A 5 -lO-;q(x\:)ﬁ-ﬁk—lO
AL = ax) =43

Perceba gue o procedimento de Briot-Ruffini, a cada aplicacao, diminuira
um grau do polindmio. No nosso caso, tinhamos um polindmio de ordem 3 e
obtivemos um polindmio de ordem 2.
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DECOMPOSICAO DE EQUACOES POLINOMIAIS

Em primeiro-lugar, € importante que vocé tenha claro gue toda equacao
polinomial com'grau T.o0u maior que 1 tem pelo menos uma raiz complexa. Esse
preceito, € chamado de Teorema Fundamental da Algebra (vocé ndo precisa
guardar ‘esse nome, apenas a informacao). Atrelado a esse teorema, temos outro,
chamado'de Teorema da Decompaosicao, que diz que todo polindbmio de grau 1 ou
maior-que-l-pode-ser-decomposto utilizando suas raizes. Veja a forma geral dessa
decomposicao:

m =A 3 A
POz amt ™ ap X" X e Kte U + a0

Decamp@iB® DoAY = Gy (X-2)(X-R)R-Xy)... (R 2) (R 0t )
Joa A3 3y m \ Rg, Rpn OO W Oe ?(x} =0

Perceba gue apenas o coeficiente dominante é utilizado na decomposicao,
juntamente com as raizes. Para deixar tudo mais claro, vamos ver um exemplo da
forma decomposta do polindmio p(x) gue tem como raizes -2, 3, 7:

o ’— &» % ¢
PX) = 25~ Mo x¥a2x 8’& .
Domw\a= (X)=2[tx- (—z)\] (x=3)(x-¥) pplr)z2 (X +2)e=-3)( x~-%F)

v ® o). aemuimomie J

Entdo, quando vocé se deparar com a forma decomposta de um polindmio,
ja sabe gue é muito mais facil de identificar suas raizes, né?

Continuando nesse raciocinio... Quando vocé resolvia equacdes de segundo
grau e o discriminante resultava em zero, vocé ja sabia que'a equacao'poessuia duas
raizes reais iguais, né? Mudando um pouquinho as palavras, podemos.dizer que a
multiplicidade da raiz é 2. Ou seja, a multiplicidade de.uma raiz indica quantasvezes
aguela raiz se repete. Assim, no caso do nosso exemplo, como temos as raizes -2,
3, 7, todas elas tém multiplicidade 1, que indica gque nao sao repetidas, ou seja, sao
raizes simples:/Saber a multiplicidade das raizes & bastante importante na hora de
tracar \um grafico. Veja outro exemplo de como podemos “descobrir” a
multiplicidade de umaraiz:
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P = ko + 9 di.‘.‘_"l’p",(u\ 2 (x-DI(X =)+ 2 rounus g
P (x ’3ﬁbmdﬁpu¢d.oou. z

Pela‘decomp0sicao vemos que esse polindbmio tem duas raizes iguais, que
chamamos de raiz com multiplicidade 2 ou raiz dupla. Podemos agrupa-las
colocando o expoente 2 no termo correspondente. Vamos analisar/mais um
exemplo:

PO = X IAx 42X 6fx 440 — PR)= (X -2 x-)(x-2)(x-S,
TL’&) £ (x-2)T(Xx-9)

Uma das raizes tem multiplicidade 3 e a outra tem multiplicidade simples,
Oou seja, nao se repete. Note que, como o polindmio tem grau 4, ele tem 4 raizes,
apesar de uma delas se repetir 3 vezes.

Ainda nessa vibe de raizes e coeficientes, vamos abordar um tema que vocé
j@ conhece para as equacdes de segundo grau: Soma e Produto. Agora
chamaremos de Relacdes de Girard e ampliaremos a ideia dessas relacdes para
polindmios de graus maiores.
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RELACOES DE GIRARD

As relacdes de Girard sdo baseadas em associar as raizes de um polindmio
com seus coeficientes. Ou seja; azpartir dos coeficientes de um polindmio vocé

consegue encontrar as raizes dele. Vamos estudar essas relacdes para polindbmios
de grau 2,3 e n, ou seja, para qualguer grau.

PARA POLINOMIOS DE GRAU 2:

Vamos considerar um polindmio genérico em que a (com-a. diferente de
zero), b e ¢ sdo os coeficientes e r1 e r2 sdo as raizes. Lembre’que, como é um

polindmio de grau 2, teremos apenas duas raizes. Veja como ficam as relacdes entre
0s coeficientes e as raizes:

axfsbx+e =0

watxz = - b Sev = .
+ = =¥ o -de&w

[ ag.
e 2 Pl Q. ool

N .l = £
o

Que, como ja havia sido dito, sdo as equacdes de Soma e Produto que ja
vimos na apostila de Algebra II.

PARA POLINOMIOS DE GRAU 3

Agora considere o polindbmio de grau 3 a seguir, em que a, b, ¢ e d sdo os
coeficientes e r1, r2, r3 sdo as raizes:
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ax’+ oxl+ £x+ d

Rad N & Xy :-‘O

Y, _
“Pulogés wole

Kog- Rz + Mas Ry 4+ xp. Nz G -
o §utoud
Ny dtg = ._9_ W&L 3
Qu

Note que agora temos uma eguacdo a mais. Isso porque temos uma raiz a
mais, ok?

PARA POLINOMIOS DE GRAU N:

Vamos assumir gue o polindmio de grau n é um polindmio de grau maior ou
igual a 1 (nesse caso, vocé pode entender gue o grau n € maior do que 3, porgue
as relacdes anteriores sdo mais simples de lembrar) e gue tem como coeficientes
an, an-1, an-2, ..., al, a0 e raizes r1,r2, r3, .., rn-1, rn.

[ m=A m~T 2

Nao faremos a deducao aqui, mas, utilizando. o' raciocinio dos casos
anteriores, teremos o seguinte:

e A soma das n raizes é;:

TNz Ag 4. ny= — Qpoa
a.m
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Com essas. equacdes vocé é capaz de resolver inumeros problemas, mas
analise a viabilidade na utilizacdo delas para ndo perder muito tempo nas guestoes,
ok?
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ANALISE GRAFICA

Agora-queja-sabemos como calcular as raizes e as multiplicidades, podemos
entender/como interpretar e/ou tracar os graficos dos polindmios de graus maiores
do que’2 (porgdue os de grau 2 vocé ja deve estar cansado de fazer, né?). Para
iniciarmaos nosso estudo eximprescindivel que vocé lembre que a raiz € o local em
que/o grafico corta ou encosta no eixo x. Vamos analisar o esboco abaixo:

Note que o grafico tangencia o eixo x quando a multiplicidade da raiz é par;
jd quando a multiplicidade é impar, o grafico faz uma espécie de degrau no eixo Xx;
guando a raiz é simples, como vocé esta acostumado, o grafico corta o eixo x.

Para compreender o comportamento do grafico no infinito é necessario
avaliar dois fatores: o sinal do coeficiente dominante e se o grau do polindbmio é
par ou impar. Vamos ver o esboco desses graficos para entender melhor:
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SE O GRAU FOR iMPAR
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Perceba gue, na primeira situacdo, guando o coeficiente dominante é maior

SE O GRAU FOR PAR

do que zero, os valores do polindmio tendem ao menos infinito quando o x tende
ao menos infinito; e os valores do polindmio tendem ao mais infinito quando o x
tende ao mais infinito. Ja na segunda situacao, quando o coeficiente dominante é
menor do gue zero, 0s valores do polindmio tendem ao mais infinito quando o x
tende ao menos infinito; os valores do polindmio tendem ao menos infinito quando
0 X tende ao mais infinito.

g gl b o
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Na primeira situacado, quando o coeficiente dominante é maior do que zero,
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coeficiente dominante € menor do gque zero, os valores do polindmio tendem a
menos infinito, tanto para x tendendo a menos infinito quanto tendendo para mais
infinito.

Com essas informacdes sobre as raizes e coeficientes fica bem mais facil
interpretar ou esbocar o grafico de ‘gualguer funcao polinomial.

GRAFICOS DE INEQUACOES

Nos ja estudamos algumas inequacdes polinomiais e . como esbocar seus
intervalos a partir de graficos. Agora vamos aprender como=resolver essas
inequacdes quando temos mais de duas raizes. Para isso, vamoesfazer um exemplo
utilizando polindbmio p(x) abaixo, considerando gue as raizes dele sdo 3, -1 e -4:

P =x342x% A4 -0

E vamos investiga-lo para valores menores ou iguais a zero:

xaz2xbax-1240

Como ja sabemos gquais sdo as raizes do polindbmio, vamos apenas coloca-
las em ordem crescente e formar intervalos com elas:

--‘[. -‘v‘ )

Ordem crescente:

(- 0,-4); 4,-2); (-4, 3) y (D,+00)

Intervalos:

Comeo_ospolinbmios mudam~ de sinal apenas em suas raizes, vamos testar o
sinal da funcdoem cada um-desses intervalos gque fizemos, escolhendo um valor
entre cada um deles. Por.exemplo: entre menos infinito e -4 podemos testar o sinal
de -5; entre -4 e -1 podemos testar sinal de -2; entre -1 e 3, o sinal de O; e, por fim,
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entre 3 e mais infinito, o sinal de 4. Perceba que esses valores foram arbitrados,
vocé poderia escolher quaisquer outros desde gue os valores estejam entre os
intervalos das-raizes.\Escolhidos os valores dos quais queremos saber o sinal, basta
substituir/no polindmio. Fazer uma tabelinha ajuda bastante. Veja:

Irtruols X LX) = X4 2x%- IAX -2
(-00,-4) -5 (,:5\"’+ 2-8)5 24(-9)-A2 = -3
(-t - N =2 (-2)%+ 262" - JAL-2) -a2 = 4O
(-4, 2) (@) 0%+ 2(0Y- AAlOY =42 = -2
(3,+ ) 4 4% z(W¥-34¢2)-42 = 40

Vamos tracar uma reta com valores de x. Vamos marcar um pontinho
vermelho em cima das raizes e um pontinho preto em cima dos valores gue
arbitramos para saber o sinal. Vamos, ainda, sé para entender melhor, colocar o
valor gue encontramos quando substituimos esses x no polindmio. Acompanhe:

.‘5& 1o .w

&
L B
v

¢ ¢
R S N o —
- -5 z o

Je

Lembre-se de duas coisas: i) a funcdo muda de sinal nas raizes; ii) estamos
procurando valores para os quais o polinbmio é menor ou igual a zero. Analisando
o grafico, vocé percebe que até o -4 (que € onde o sinal.muda) o polinémio é
negativo, ja que analisamos x = -5 e vimos que ele é\negativo (-32). Entre -4-e -10
polindbmio é positivo, ja que x = -2 é +10, positivojiafinal..\Entre-1-e 3 o polindbmio é
negativo, como vimos, x = 0 é -12, entdo temos um intervalo negativo; A partir-de 3
o polinbmio é positivo, ja que x = 4 é +40. Veja esses intervalos no grafico:
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Entdo, expressando o resultado em intervalos, e lembrando que
procuravamos valores para os quais o polindmio era negativo, teremos que:

A 19 - &0
t t t ¢
———— b >t D S
~6 -4 =& -3 -2 - o a 2 - o s
re = e

SO E - X EM] x &-leow-1$x$3Y

E trabalhoso, mas ndo podemos chamar de dificil, né? Veja o resuminho:

1. Vocé precisa determinar as raizes da equacdo associada. Se o problema
fornecé-las, pule esta etapa;

2. Crie intervalos com as raizes. Lembre-se de incluir o menos infinito e o
mais infinito;

3. Escolha um ponto em cada intervalo e substitua no polindmio para

determinar o sinal;

Trace o grafico e analise o que obteve;

5. Expresse o resultado em forma de intervalos.

»
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FUNCOES RACIONAIS

Quando uma funcdo é expressa por uma razao de polindmios, temos uma
funcao'racional: Formalmente, a fun¢do racional é o seguinte:

Ffﬂ: P
o, (%)

Em que P(x) e Q(x) sdo polindmios e Q(x) é diferente de'zero;

Para resolver equacdes racionais basta que vocé faca ‘'manipulacdes
algébricas como igualar o numerador ao denominador e passe tudo para o mesmo
lado da igualdade, assim vocé tera apenas um polindmio, como 0s que estudamos
até agora. A parte mais interessante € quando analisamos graficamente as funcdes
racionais. Elas tém algumas particularidades:

O grafico de uma funcao racional ndo é necessariamente continuo, como
estamos bastante acostumados. Fungdes desse tipo podem apresentar
interrupcdes em seus graficos, gue sao 0os pontos em gue o denominador é zero;
assim, a funcdao nao existe naguele ponto. Veja um exemplo da func¢do racional
abaixo.

£ = _

B=% tem como gréfico:

Fd
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A linha tracejada na vertical € chamada de assintota vertical.

A funcao'racional pode também nao estar definida para alguns valores de x.
Por causa disso, quando. a funcdo chega proxima a esses valores, o grafico acaba
se aproximando da assintota vertical.'Veja o exemplo:

A funcdo racional pode também comecar ou terminar muito perto da
assintota horizontal. Veja o exemplo abaixo (analise o exemplo anterior também):

g |
%l

AR AL
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As funcdes racionais também podem estar associadas a inequacdes
racionais. Para resolver esse tipo de funcdo basta gue vocé analise o polindmio do
denominador separado do polindmio do numerador, como duas inequacdes
separadas. Vamos fazer um exemplo. Observe a inequacao abaixo:

X+3 %o
X -2

Podemos reescrevé-la como uma func¢ao racional:

P(ﬂ s P ,_}a-‘i
Ofx) X -&

Note que x deve ser diferente de 2, porgue, caso seja igual, o denominador
sera zero e a inequacao seria inconsistente.
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Vamos analisar P(x) e Q(x) separadamente, como se fossem duas funcdes
separadas, comecando por P(x).

FalX)s X+ S
Encontrandoa raiz dessa funcao:

\‘.'.5 s O
'tl-b

Como o coeficiente dominante é maior do que zero, a funcao é crescente e

seu grafico sera:
<+
4‘
- PP X

>0 -bm\&

Vamos fazer o mesmo procedimento com o Q(x):

Flu‘ X "'-L-

Encontrando as raizes da funcao:

Novamente ‘o coeficiente dominante é maior do que zero, assim a funcao
sera crescente e o0 grafico sera.como o indicado abaixo. Mas figue atento! Lembre-
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se gue o X deve ‘'ser diferente de 2 para que o denominador ndo zere; assim, é
importante indicar isso no grafico com um intervalo aberto.

+
-— & %

>0 -bw\&

Por fim, vamos juntar esses dois graficos, ou seja, faremos: a interseccao
entre eles. Acompanhe:

Portanto, o local em gue a funcao é maior ou igual a zero é de menos infinito
a -5 (incluindo -5) ou acima de 2. Formalmente é o seguinte:

o= AxEMIX S -Sow X >2)
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FUNCAO MODULO

Antes.derabordarmos a funcao modulo, vamos entender o que é o mddulo
de um numero real. Quando falamos gque estamos preocupados com o modulo de
um numero queremos dizer gque estamos interessados no valor absoluto, sem o
sinal. O modulo é indicado por'duas barrinhas verticais que envolvem algum
numero. Veja os exemplos:

\g8\ =8
\-4\=4
lo1=90
Wil =Vay'

\O.“': 0.93
"}.l =3
3| 3
I-64) = 84

Note que o mddulo de um numero positivo € apenas ele mesmo; ja o mddulo
de um numero negativo é o seu oposto.

Qual é o valor da equacao abaixo |x| = 5?7 Perceba gue x pode ser igual a 5
ou igual a -5, ja que o mdodulo de -5 é 5, certo? Veja abaixo:

l'ﬁ\:—'sn’. % =9
X=-5

Mas se estivéssemos! interessados em saber |x| = O teriamos apenas uma
resposta; X'= 0;ja due ndo temos -0’ou +0, ok?

Qual é-asolucao de'lx]'= -10?;Nesse caso, ndao temos solucdo, ja que o
modulo é sempre maiof-ou’igual’a zero, nunca negativo, como foi apresentado.
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Agora gue'ja deixamos claro o que é o médulo de um numero e como é uma
equacao (bem simples) envolvendo o mddulo, podemos abordar a funcao modulo
(ou funcdo/medular). Ela é caracterizada da seguinte forma: f(x) = |x|. Podemos
afirmar, a’/partirrdo gue acabamos de estudar, que:

Fx) =) x, o x>0
-%, MW X O

Perceba que temos duas sentencas nessa funcao. Para esbocar 0 -grafico
precisamos analisa-las separadamente. Vamos iniciar a analise arbitrando valores
maiores ou iguais a zero para Xx:

X ¥0 ~>fuo=x
X | £x)

O
¥
A

~s0

Arbitramos valores menores do que zero para x:

X &0 A})Cm) ==X
X | Fwx)
-2 -C2Y=2
“A |-y = A
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Tracando o grafico, teremos o seguinte:

|

-4 a1l R

Note que o grafico ndo cruza o eixo x, ficando apenas na parte positiva de

Vamos analisar como fica a situacdo das inequacdes modulares (por
exemplo, |13x-12| < 2). Primeiramente, vamos entender algumas propriedades dos
modulos de numeros reais. Veja a reta abaixo em gue marcamos os pontos -3, O

(origem) e 3:
& 'I-g
-3 o 3

Quando x @ maior gue -3 e menor gue 3, a distdncia entre um ponto de x
até a origem é menor do gue 3. Assim, para gualguer um desses X, teremos gue -3
< x < 3, gue pode ser escrito como |x| < 3, ok? Veja a indicacdo.no grafico:

T URA s ad XLy
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Mas se 0 'x'@ menor do que -3 e maior do que 3, a distancia entre um ponto
de x até a origem émaior do que 3. Entao, para qualquer um desses X, teremos que
X < -3 ou X' >.3yque pode ser escrito como |x| > 3. Veja no grafico:

IXI>D = X4&-D e
x?3

-3 ] 3 ¥

Assim, podemos concluir que guando temos uma ineguacao.em que k> 0:

IN<Hh 6 -
Il SR &P - ¢x ¢
IV 2R & X&-K g xDP%
IR ZAh = XEC-Kowx)yW

Vamos fazer um exemplinho para entender melhor determinando o
conjunto solucdo de |x+7] > 12.

Precisamos utilizar uma das propriedades gue acabamos de estudar, em
que:

I|X1> he&d X&-h
e&b
x >¥H
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Entdo, teremos o seguinte:

IX+¥1 242 &> [(x+3>42p x242-3

x>S @

( X4¥ &-12 H na¥l-Al
x £=\2-%
X ¢-49 &

-

Expressando cada uma das inequacdes graficamente “e~fazendo a uniao
delas, teremos:

— M@
mé—-s@
m——m@-o@

Portanto, a solucao dessa inequacao é:

{xeNR | x < -19 oux >3}

Foram muitas informacdes nessa apostila,-né? Revisetudo-com carinho e
entenda cada detalhe. No final das contas, vocé vai perceber_gue tudo esta
interligado. Bons estudos!
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